CHAPITRE

Géomeétrie dans ’espace

1 Rappels

1.1 Positions relatives de plans et droites

I B

A B

Deux plans peuvent étre :

- confondus (ex. : A’D’C’ et D’C'B’)

- paralleéles disjoints (ex. : A’D’D et B’C’C)
- sécants (D’C'B’ et B’C’C)

Une droite et un plan

- La droite peut étre incluse dans le plan . (ex : D’B’ appartient & A’D’C’)
- La droite et le plan peuvent étre disjoints. (ex : la droite D'B’ et le plan
ABCD)
- La droite et le plan peuvent étre sécants. (ex. : la droite D'B et le plan
ABCD)

Deux droites peuvent étre

- confondues
- paralléles disjointes (ex. : AA’ et BB’) Dans ce cas elles sont coplanaires.

- gauches (ex. : AA’ et BC) Dans ce cas elles ne sont pas coplanaires.
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- sécantes (ex : D'B’ et A’C’)
Propriété : Deux plans distincts ayant un point commun ont au moins

une droite commune comprenant, ce point.

1.2 Droites et plans paralleles

Droites
Définition : Deux droites de 1’espace sont paralleles lorsqu’elles sont
coplanaires et non sécantes
Propriétés :

- Deux droites paralleles a une méme troisieme sont paralleles entre elles :
(d1 // d2 et d2// d3) = d1 // d3

- Il existe une et une seule droite passant par un point donné et parallele a
une droite donnée.

- Si deux droites sont paralleles , tout plan qui coupe 'une coupe 'autre.

Plans

Définition : Deux plans sont paralleles lorsqu’ils ne sont pas sécants

(ils sont disjoints)

Propriétés :
- Deux plans paralléles & un méme troisieme sont paralleles entre eux : al//
a2 et a2 // a3 = al// a3
- Il existe un et un seul plan passant par un point donné et parallele a un
plan donné.
- Si 2 plans sont paralleles :
a) toute droite de I'un est parallele a I'autre
b) toute droite qui perce l'un perce l'autre.
¢) tout plan qui coupe I'un coupe l'autre, et les droites d’intersection sont

paralleles.

Droites et plans

Définition : Une droite et un plan sont paralleles lorsqu’ils ne sont
pas sécants

On peut obtenir une droite d et un plan « paralleles de plusieurs manieres :
- A partir de deux plans paralleles : toute droite de I'un est parallele & I'autre
(ex. : A’'B’C’'D’ // ABCD = D’'B’ // ABCD car D’B’ inclu dans A’B’C’D’)
- A partir de deux droites paralleles : tout plan contenant 'une est parallele
a lautre. (ex. : AB // A’B’ et ABC’D’ contient AB = ABC’D’ // A’B’)
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Critere de parallélisme d’une droite et un plan : Une droite
est parallele & un plan ssi elle est parallele a une droite de ce plan

Critere de parallélisme de deux plans : Deux plans sont pa-
ralleles ssi I'un d’eux contient deux droites sécantes respectivement

paralleles a l'autre.

Propriété importante : Le parallélisme ”droite - plan” est conservé
lorsqu’on remplace la droite par une droite parallele et le plan par un plan
parallele (d// metd // d et 7//7")= d’//m

Dans le parallélépipede ci-dessous, les points I, J et K sont les milieux
respectifs des arétes AB, A’B’ et D’C’ :

D' c

Al

A B
1) Montrer que B, C, K et J sont dans un méme plan «.

2) Prouver que ID’ est paralléle a a.
Izl Démontrer que les diagonales d’un cube se coupent en leur milieu

Dans le cube standard d’aréte a, démontrer que le triangle AB’D’ est

équilatéral.Calculer laire de ce triangle en fonction de a.

D' C
A —
B
' D
N % C
A B

Dans le tétraedre ABCD, P est le centre de gravité du triangle ABC et Q
est le centre de gravité du triangle ACD. Démontrer que PQ est parallele a
BD.
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2  Orthogonalité

Droites

Définition : Deux droites sont orthogonales lorsque leurs paralleles

menées par un point quelconque de ’espace sont perpendiculaires.

Exemple Considérons les arétes A’D’ et B'B. Leurs paralleéles respectives menées par
le point C’ (B’C’ et CC’) sont perpendiculaires. Les droites A’D’ et B’B sont
dites orthogonales. On notera : A’'D" | B'B

D' C
a
:D B
P M C
A B
Application. Dans le cube ci-dessous, les droites BD et A’C’ sont orthogonales. En

effet, A'C' L D'B’ ( diagonales d'un carré )
De plus D'B’ // BD (car BB’D’D est un parallélogramme car BB’ et DD’

sont paralleles et de méme longueur) Et nous avons bien A'C’' L BD

D' C
A L
? B'
D
R % C
A B

2.1 Droites et plans

Définition : une droite d et un plan « sont orthogonaux lorsque la

droite d est orthogonale a toute droite du plan «

(exemple du mouvement d’une porte)

Critére d’orthogonalité : Si une droite est orthogonale (ou per-

pendiculaire) & deux droites sécantes d'un plan, alors cette droite est

orthogonale a ce plan.
Pour prouver qu’'une droite est orthogonale a un plan, il suffit donc de prouver

qu’elle est orthogonale & deux droites sécantes de ce plan.
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Exemple
Exemple.
Soit a prouver sur le cube ci-contre que la droite D'B' est orthogonale au plan AA'C'C.
Démonstration : AA' L AB'et AA' L A'D' (car arétes consécutives du cube)
= AA'1 ABD' (car AA' 1 2 droites sécantes de ce plan) = A'A' L & toute droite de ce
plan. = En particulier, AA' L D'B'
Or D'B' L A'C' (diagonales d'un carré)
D'B' est donc orthogonale & deux droites sécantes du plan AA'C'C
< D'B' L plan AA'C'C
N.B. on peut aussi en conclure DB' L A'C ,DB' L AC' ...
Propriétés :

- Deux droites orthogonales & un méme plan sont paralleles

- Deux plans orthogonaux a une méme droite sont paralleles

170

,CY

d’elles est incluse dans un plan perpendiculaire a I'autre.

Critére d’orthogonalité : Deux droites sont orthogonales si 'une

Plans

perpendiculaires

Définition : deux plans sont perpendiculaires ssi tout plan perpendi-
culaire & leur droite d’intersection coupe ces plans selon deux droites

d’eux contient une droite orthogonale a ’autre.

Critére d’orthogonalité : deux plans sont perpendiculaires ssi I'un
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3 Plan médiateur

Le plan médiateur dans I’espace joue un role analogue a celui de la médiatrice

dans le plan.

Définition :On appelle plan médiateur d’un segment [AB], le plan
perpendiculaire & la droite AB passant par le milieu du segment [AB]

Propriété : soit a le plan médiateur d’un segment [AB]. Tout point
P de « est équidistant de A et de B et réciproquement, tout point P
de 'espace situé a égale distance des extrémités de [AB] est un point
de a.

Autrement dit, le plan médiateur d’un segment est le lieu des points

équidistants des extrémités du segment.

A

En bref

Comment démontrer ?

Qu’une droite est perpendiculaire & un plan :

- Démontrer que cette droite est perpendiculaire a 2 droites sécantes
du plan

- Ou montrer que le plan est le plan médiateur d’un segment de la
droite (ce qui revient & montrer que 3 points du plan sont a égale
distance des extrémités du segment)

Que 2 droites sont orthogonales :

- Démontrer que I'une d’elles est dans un plan perpendiculaire a I’autre
- Ou montrer que I'une d’elles est dans le plan médiateur d’un segment
de Pautre (ce qui revient & montrer que 2 de ses points sont a égale
distance des extrémités du segment)

Que 2 plans sont perpendiculaires :

- Montrer qu’un 3éme plan perpendiculaire a la droite d’intersection
des 2 plans coupe ceux-ci selon 2 droites perpendiculaires

- Ou montrer que 'un d’eux contient une droite perpendiculaire a

Pautre.
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4 Projections et distances

Projeté d’un point P selon une droite d

AN
<

Projection orthogonale :

La droite orthogonale & o menée du point P perce le plan a en P’ qui est la

projection orthogonale de P sur «
P

P
/\

Distance d’un point & une droite

La question se résume & un probléme de géométrie plane : d(A, d)= d(A, A’)

ou A’ est le pied de la perpendiculaire a? d menée par le point A

Distance d’un point a un plan
d(A,o)= d(A, A’) o A’ est la projection othogonale de A

’ A

Distance d’une droite & un plan :

Si la droite est sécante au plan, le probleme n’a pas de sens.
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Si la droite est parallele au plan, alors d(d, «) = distance d’un point quel-

conque de d & «

A'

o

Distance entre deux plans :
Si les plans sont sécants, le probleme n’a pas de sens.
Si les plans sont paralleles, alors d(«, 8) = distance d’un point quelconque de

« & B, on est ainsi ramené au probleme de la distance d’un point & un plan

Distance entre deux droites :
Si les deux droites sont sécantes, alors le probleme n’a pas de sens
Si elles sont paralleles, alors d(d1, d2) = distance d’un point quelconque de
dl a la droite d2
Si elles sont gauches, on construira la perpendiculaire commune a ces deux

droites

e

C

Vrai Faux

1. Deux droites orthogonales a une méme troisi¢me sont parall¢les.
2. Deux droites orthogonales a une méme plan sont paralléles.
3. Deux plans perpendiculaires a un méme plan sont parall¢les. § B'

Dans les 3 exercices suivants, on considére le cube standard ABCDA'B'C'D'

4. Les droites DA' et BD sont orthogonales. """"""" C

5. Le triangle CDA' est rectangle. -

6. Les droites B'D et AC' sont sécantes et orthogonales. A B

7. Dans un parallélépipede rectangle de dimensions 1 cm, 4 cm et 8 cm, la dimension d'une grande diagonale est
un nombre entier de centimetres.
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@ Orthogonalité
1. Les triangles ABC et ABD sont rectangles en B. Démontrer que AB et
CD sont orthogonales. (remarque : ABCD ne sont pas nécessairement copla-
naires)
2. Sur trois demi-droites d’origine O et perpendiculaires deux & deux, on
porte les points A, B et C équidistants de O. Démontrer que les trois paires
d’arétes gauches du tétraedre OABC sont orthogonales.
3. Dans le cube standard ABCDA’B’C’D’ on note I, J et K les milieux des
arétes [BB’] , [B’C’] et [AA’]. Montrer que DA’ est orthogonale au plan IJK.
(utiliser le parallélisme de DA’ et CB’)
4. Une pyramide a pour base un carré ABCD de centre O et son sommet S
est sur la droite orthogonale au plan du carré issue du point O.
a) Préciser les positions relatives des plans SAC et SBD ? Le démontrer
b) Soit I le milieu de [AB] et J celui de [CD]. Montrer que le plan SIJ est
perpendiculaire aux plans SAB et SCD.

Plan Médiateur

1- Démontrer que deux arétes gauches d’un tétraedre régulier sont ortho-

gonales.

2- Dans la figure ci-contre, les points I, J, K, L, M et N sont les milieux res-
pectifs des arétes AB, BC, CC’, C’'D’, D’A’ et A’A du cube ABCDA’B’C’D’.
D' L C'

A I B

a) Montrer que chacun de ces six points est & égale distance de D et de B’.

Que pouvez-vous en déduire ?
b) Comparer la longueur des segments [1J] , [JK] , [KL] , [LM] , [MN] et [NI]
¢) En déduire la nature de I’hexagone IJKLMN.

Distances

1. Sur un cube dont 'aréte mesure a, calculer :

a) les longueurs des diagonales des faces
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b) les longueurs des diagonales

¢) la distance d’un sommet au centre d’une face qui ne le comprend pas.

d) la distance d’un sommet au milieu d’une aréte qui ne le comprend pas
(plusieurs cas!)

e) la distance des milieux de deux arétes gauches.

f) la distance d’un sommet & un plan diagonal qui ne le comprend pas. g) la
distance d’un sommet au plan déterminé par les extrémités des arétes com-

prenant ce sommet

2. Sur un tétraédre régulier d’aréte a, calculer
a) la hauteur de chacune des faces
b) la hauteur du tétraedre

¢) la distance des milieux de deux arétes gauches.
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1.1

CHAPITRE

Géométrie vectorielle

Introduction

A l’origine, un vecteur est un objet de la géométrie euclidienne. A deux
points, Euclide associe leur distance. Or, un couple de points porte une charge
d’information plus grande : ils définissent aussi une direction et un sens. Le
vecteur synthétise ces informations.

La notion de vecteur peut étre définie en dimension deux (le plan) ou trois
(Pespace euclidien usuel). Elle se généralise & des espaces de dimension quel-
conque. Cette notion, devenue abstraite et introduite par un systéeme d’axiomes,
est le fondement de la branche des mathématiques appelée algébre linéaire.
Le vecteur permet, en physique, de modéliser des grandeurs vectorielles
qui ne peuvent étre completement définies par un nombre ou une fonction
numérique seuls. Par exemple, pour préciser un déplacement, une vitesse,
une force ou un champ électrique, la direction et le sens sont indispensables.
Les vecteurs s’opposent aux grandeurs scalaires décrites par un simple

nombre, comme la masse, la température, ...

Rappels

Un vecteur est un objet mathématique définie par 2 points, qui a une
intensité, une direction et un sens. Il est commode de le représenter par une
fleche.

Deux vecteurs sont égaux s’ils ont la méme intensité (longueur), la méme di-
rection et le méme sens. Les trois vecteurs ci-dessous sont égaux, un vecteur

n’a pas de ”point d’attache”.
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0

La somme de deux vecteurs est définie comme suit : on met les deux
vecteurs bout a bout de sorte que le point terminal du ler coincide avec le
point initial du second . Le vecteur U relie le point initial de T au point

terminal de .

<y
=

> > >
U=v+w

Si les vecteurs sont portés par les points A, B et C, on parle de relation de
Chasles : ﬁ + B? = ﬁ

La soustraction de deux vecteurs peut-étre schématisée ainsi :

Multiplication par un scalaire : .7 est un vecteur :
- de méme direction que AB
- de méme sens que T sirest positif et de sens opposé si r est négatif.

- de longueur égale a r fois celle de o

On dit que r'v/ et ¥ sont colinéaires 27
> >
¥ -1.5v
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Composantes d’un vecteur dans un repére : Dans le plan, on choisit
i G
une origine O et deux vecteurs non nuls et non paralleles i et ;. Chaque
vecteur du plan se décompose de facon unique en une somme de multiples de
ces vecteurs (combinaison linéaire de ces vecteurs).
- -
Onad=uzxi + Y J
- P
yJ

e

—

O/ X1

(x, y) sont les composantes du vecteur U dans ce repere.

—-ly

(x, y) sont les coordonnées du point P tel que O? =.
Les composantes de la somme de deux vecteurs valent la somme des compo-
santes, et les composantes de r'u valent r fois les composante de .
On note :
(z,y)+ (@) =@+, y+9)
et r(z,y) = (rz,ry)
Soit ¥ porté par deux points A(z1,y1) et B(za,y2)
T = AB = (v2 — 21,92 — 91)
composantes de AB = "extrémité” — ”origine”
b B(10:7)

v
I

12
(1)

A(-2;-3)

1.2 Généralisation dans 1’espace

- =
J

On muni 'espace d’une origine O, et de 3 vecteurs directeurs i , k.

)
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Tout point de I'espace est repéré par un triplet de coordonnées (x,y,z).

Les notions sur les vecteurs vues dans le plan restent valables dans I’espace.
L’addition de deux vecteurs et la multiplication d’un vecteur par un sca-
laire se définissent comme pour les vecteurs du plan, et possedent les mémes

propriétés qu’en géométrie plane.

2 Equations d’une droite passant par l'origine.

Equations vectorielles

Considérons une droite d passant par l'origine O et de vecteur directeur

Tout point P de la droite d est tel que ﬁ et U sont colinéaires.
L’équation vectorielle de d est O? =rd

Equations paramétriques

Soient P(x,y,z) et 7(%, Uy, Uy)

B = Pl
Yy =r.uy sont les équations paramétriques de la droite d.

% = Pl

Equations cartésiennes

Pour obtenir les équations cartésiennes, il faut éliminer le parameétre
dans les équations paramétriques pour obtenir 2 équations linéaires en

XyYsz.
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Exemple Soit d la droite de vecteur directeur 7(2, 3,0).
Eq. vect. : O? ot W

r=2r
Eq. Param. : y=3.r
z=0
3r—2y =0
Eq. cart :
z=0

3 Equation d’une droite quelconque

Soit d une droite de vecteur directeur @ passant par A(za,ya,24)

Equation vectorielle

‘O_ﬁ:O_f4+ﬁ=(ﬁl+r7 ‘

Equations paramétriques

T=TA+TUy
Y =YA -+ TUy

Z2=2zZA+T.Uy

Equation cartésienne

On élimine le parametre r dans les équations paramétriques. On ob-
tient un systéme de 2 équations & 3 inconnues (qui correspond & 1'in-
tersection de 2 plans) :

ar +by+cz+d=0

dr+by+cdz+d =0

Droite déterminée par 2 points

Pour déterminer les équations d’une droite passant par 2 points A et B,
nous constatons que E est un vecteur directeur, et que la droite passe par

le point A. On est donc ramené a la situation précédente.

Exemple Ecrire les équations vectorielles, paramétriques, puis cartésiennes de la
droite passant par A(1,4,-3) et B(2,5,1)
— —
AB = (1,1,4) Eq. vect. : OP = OA + AP = OA + r.(1,1,4)
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r=1+1r
Eq. param. : y=4+1r
z=-3+4r
y=x—1+4 r—y+3=0
Eq. cart. : lere éq : r=x-1, d’ot soit
z=4r—-4-3 dr—2—-7=0

4 Equations d’un plan passant par l’origine

Considérons le plan 7y passant par lorigine et contenant les vecteurs di-
recteurs U et .

Equation vectorielle

Tout point P du plan est tel que Oﬁ peut s’écrire comme combinaison

linéaire de W et 7.
Pour tout point P du plan 7, il existe un couple unique de réels r et

s tels que O? =rd 457

Cette équation est ’équation vectorielle du plan 7.

Equations paramétriques

Elles sont obtenues en écrivant les composantes de I'équation vecto-

rielle :

T =T.Ug + S.Ug
Equations paramétriques du plan : Y =Ty + 8.0y

Z =TUy + 8.V,

Exemple Soit le plan défini par les vecteurs directeurs 7(1, —1,0) et 7(2, 0,1)
Eq. vect. : Tout ploint du plan est tel que O? —rd +sU
r=r+2s

Eq. param. : Yy=-r
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En faisant varier les valeurs de r et s, on obtient les coordonnées de différents

points du plan.

Equations cartésiennes

En éliminant le parametre dans les équations ci-dessus, on obtient I’équation
T = —y+ 2z, soit z +y — 2z = 0, qui est ’équation cartésienne du plan.
Remarque : écriture sous forme d’un déterminant.

On peut constater que le déterminant suivant est nul(ler col. = 2e c+3e c) :

r 1 2
y — = (. Son calcul permet de retrouver ’équation du plan.
10 0.S lcul t de ret I'é ion du pl
z 0 1
T Uy Uy
De fagon générale, | y u, vy | =0 permet de trouver I’équation du plan 7,
Z Uy Uy

toujours de la forme ax + by + cz = 0.

5 Equation d’un plan quelconque

Considérons un plan 7 paralléle a 7y et passant par le point A.
—
En écrivant que O? =0A+ ﬁ, il vient :

Equation vectorielle

Equation vectorielle : O? = O_1>4 +rU + 5T

Equations paramétriques

En écrivant composantes par composantes :

T=TA+TUyp + SV,
Y =YA+ Uy + S.Uy

2 =ZA+TUy + SV,

Equations cartésiennes

On doit éliminer les parametres r et s dans les équations paramétriques.

T—TA Up Uy
Le déterminant | y —ya uy vy | = 0 donne I’équation du plan, de la

Z—ZA Uy U
forme ax+by+cz+d=0
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Plan défini par 3 points

Exemple

=]

]

® =]

= [

Soient 3 points distincts non alignés A,B et C. On se ramene facilement

au cas d’un plan passant par un point A avec 2 vecteurs directeurs U et .
Soient A(0,1,1), B(1,0,1) et C(1,1,0). Ecrire les équations paramétriques et
cartésiennes du plan passant par ces 3 points.
AB = (1,-1,0) et AC = (1,-1,0)

rT=r+s
Il vient : ¢ y=—-r+1

z=—5+1

En éliminant les parametres, on trouve r=y-1 et s=1-z, d’oux+y-+2z-2=0.
T 1 1

(On trouve la méme équation en calculant le déterminant |y —1 —1 0 | =
z—1 0 -1
0).

Déterminer ’équation cartésienne du plan comprenant A (1, 2, -3) et de
vecteurs directeurs : @ (3, 1, 2) et ¥ (2, -1, 3)
sol : -x+y+2+2=0

Déterminer ’équation cartésienne du plan comprenant A (0, 1, 1), B (1,
0,1) et C(1,1,0)
sol : x+y+2-2=0

Déterminer les équations paramétriques et cartésiennes de la droite d,
comprenant A (1, -2, 0) et de vecteur directeur (3, 1, -4)

Trouver une équation cartésienne du plan comprenant les points K(1,2,3)
L(-1,1,4) et M(2,1,-3).
sol : Tr-11y+32+6=0

Montrer que les points K(2,1,0) L(1,-2,-1) M(0,1,-2) et P(2,-5,4) sont co-
planaires.

Trouver une équation cartésienne du plan 7’ comprenant le point P (1,0,-

r=14r—s
1) et paralléle au plan 7 y=-r+s
z=2+4+r

indication : quels sont les vecteurs directeurs de w 7 Ecrire I’équation cartésienne

de 7" & l’aide du déterminant

6 Intersection de droites et de plans, parallélisme

Pour déterminer l’intersection de deux droites, deux plans, d’une

droite et d’un plan, on résout le systeme formé par leurs équations.
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Intersection de deux plans

Soient deux plans a et 5 d’équations cartésiennes respectives ax+by-+cz+d=0

et a’x+b’y+c’z+d’=0. Différents cas peuvent se présenter : les deux plans sont
- confondus (a,b,c,d)=k(a’,b’,c’,d’)

- paralléles distincts : (a,b,c)=k(a’,b’,c’) et d # d’

- non paralléles : leur intersection est une droite. On trouve son équation

en résolvant le systeme.

Intersection d’un plan et une droite

11 faut résoudre le systeme de 3 équations a 3 inconnues. Les différents cas
sont :
- La droite est sécante au plan : le systeme admet une solution unique
(x,y,2) correspondant au point de percée.
- La droite appartient au plan : la résolution du systéme mene a I’équation
de la droite
- La droite est parallele au plan et distincte : il n’y a pas de solution au

systeme.

Intersection de deux droites

Si I'on a les équations cartésiennes, il faut résoudre le systeme de 4
équations.
- Le systeme admet une solution unique : les droites sont sécantes.
- Le systeme est indéterminé : Les droites sont confondues.
- Le systeme est impossible : les droites sont paralléles distinctes ou
gauche. Elles sont paralleles si leurs vecteurs directeurs sont multiples I'un
de l'autre ou encore si le terme indépendant de leur équation cartésienne est
différent :

Quel est 'intersection du plan « passant par (1,0,3); (5,0,6) ; (0,0,0), avec
le plan 8 passant par (0,4,5), (1,9,10); (-5,-2,-1) 7

r+y=3
Quelle est l'intersection de la droite
T—y+2=6

r+2y+3z2=1
avec la droite
r—3y+2z=4
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r+2y=3
Quelle est I'intersection de la droite
r+22=-3
avec le plan x+y+z=07
Intersections de droites et d’un plan :
soitm=x-y+z-3=0 d; de vecteur directeur (1,2, 1) et comprenant A(-1, 1, 2)

d, comprend les points B(+1, 1,2) et C (0, 3, 3)
Déterminer les intersections respectives de ces droites avec i
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7 Orthogonalité et produit Scalaire

7.1 Produit scalaire

Définition a 1’aide du cosinus

Le produit scalaire de deux vecteurs de méme origine est égal au C
produit de leurs longueurs par le cosinus de 1'angle formé par ces

vecteurs : AB-AC=I|ABI.|ACI. cos a

o a=BAC
A [0
. B
Cas particuliers :
1° Vecteurs alignés
AB-AC = IABI . IACI . cos BAC = IABI . IACl cos O° = IABI . IACI A B, C
AB-AC = |ABI .. IACl cos BAC = IABI . IACl cos 180° =- IABI . IACI G« S B

2° Vecteurs orthogonaux.

- -

AB-AC =IABI . |IACI . cos 90° =0

En tant que projection d’un vecteur sur ’autre

Le produit scalaire de deux vecteurs vaut le produit de la longueur de 'un
d’eux par la longueur de la projection orthogonale de ’autre sur le premier,

muni du signe adéquat. ]
Premier cas de figure : B C

AB-AC=IABI . |ACI. cos a

Or dans le A ABB' : IAB'I = IABI. cos a = AB-AC=1AB'l . |IACI

- — o &
Et dans le A ACC': IAC'| = |ACl. cos o = AB-AC =|ABI . IACI A B C

2nd cas de figure, avec un angle obtu, le cosinus est négatif, le produit scalaire

est négatif. Le raisonnement reste le méme.

Si les vecteurs n’ont pas méme origine, on en déplacera un pour se ramener
aux cas précédents

Dans ’espace, la définition du produit scalaire a 'aide de la projection or-

thogonale reste la méme :

/ /

—

c— |

9/ M




Exemple
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Propriétés du produit scalaire :
a) KB .A:.C = XC -t;B : le produit scalaire est commutatif
b)rAjB- s[:C =18 [:B . }:C
c) A_)B +( C_i) + l;F )= XB . C_i) + ATB . EF : le produit scalaire est distributif par rapport & la somme de 2 vecteurs.

Dans le cube :
1. Dans le cube ci-contre : D c
> > L L N .
AB-A'C'=A'B-A'C'=IAB'l.1A'C'l.cos 45° =a. a«E.T= a A ] B
D P
2. Dans le cube ABCDA'B'C'D', P est le milieu de DC - c
a) Calculer AP-A'B' A H B

b) En déduire la valeur de 1'angle entre ces deux droites.

N.B. : l'angle entre 2 droites gauches est I'angle aigu formé par 2 droites sécantes parall¢les a ces droites.

Ona:a) A_f’-ATB':A_i’-;B:IABI.IAHI:a.%: %
b) et aussi A—I;-ATB'z A_f’;B =1API . |ABI cos a
or IAPP= IAHP + IPHF = §+a2= %:IAPI:%a et IABl=a
= A_I"A7B'= IAPI . IAB'l cos a. = %a .a.co8Q
- - 2

az.COSC(.:>C()S(l=

v G

En égalant ces 2 valeurs du produit scalaire AP-A'B' nous obtenons : % =

ol

=o0=634°

A T’aide des composantes dans un repére orthonormé

Soient 7($, y,z) et 7(3}’, Y/, 2') deux vecteurs dans un repere orthonormé.
En exprimant le produit scalaire .7, on obtient :
UV =aa ol yy/ + 22/
Cas particulier de la norme d’un vecteur : |[u| = 7.4 = 2?2+ + 22.

Angle entre deux vecteurs, et distance entre 2 points :
On donne A(2,1,-3) et B(4,-2,1). Déterminer ’angle AOB et la distance entre

A et B. sol : angle=79,92° et d(A, B) = V29 On donne A(3,1,-2) B(§4,-1,3)

C(0,1,4) et D(-2,4,-2) dans un repere orthonormé de Pespace. Calculer angle
formé par les vecteurs 1@ et Cﬁ

sol : angle=3 radians
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7.2 Pythagore généralisé : Al-Kashi

B
B \a
a’=b2+c?-2bccosa c
b2=a?+c?-2accosf
c?=a*+b?-2abcosy
[¢] Y c
A b H

Les propriétés du produit scalaire nous permettent de démontrer ces égalités trés facilement.
Eneffet : b = AC-AC= (AB + BC)-[AB + BC) = AB- AB + AB+ BC + BC- AB + BC- BC
=c?+2AB-BC + a*= a2 + ¢* + 2 IABI IBCl cos (AgB.,Bgc.):a2 +c%-2accos B

Les 2 autres égalités se démontrent de fagon semblable

7.3 Orthogonalité

Entre deux droites

Deux vecteurs non nuls sont orthogonaux ssi leur produit scalaire est
nul.

Deux droites sont orthogonales ssi leurs vecteurs directeurs sont or-

thogonaux.

Exemple : a) Déterminer m sachant que d L d' et d' a pour vecteur directeur m (4,m,-1)

b) Déterminer ensuite les équations paramétriques de d' sachant que d' > A(4,-1,0)

[x=r+3 X=4s+4
d={y=-2r+5 Solution : a) vecteur directeur de d : i (1,-2,3) L r‘nzm:% b)d's{y=%s—l
(z=3r-1 lz=-s

Entre une droite et un plan

Une droite d est perpendiculaire a « ssi d est orthogonale a toute

droite de a c¢’est-a-dire ssi un vecteur directeur de d est orthogonal a

un vecteur quelconque de «

Xx=2r+1
Exemple : déterminer 1'équation cartésienne de  comprenant A(1,-2,3) et Ld=4y=r-1

|[z=—r+2
Un point P (x,y,2) E w <> AP L v (v vecteur directeur de d)
Or: AP (x—1,y+2,z-3)et v (2,1,-1)
EtnousavonsdoncPEn <2 (x-1)+(y+2)-(z-3)=0

qui nous donne 1'équation cartésienne de w: 2x + y—z+3 =0

Nous constatons que les coefficients de x, y et z sont les composantes du vecteur directeur de d : v

Geénéralisation : Soit 7 un plan d’équation ax-+by+cz+d=0.

- Le vecteur 7 (a,b,c) est orthogonal & 7

- Toute droite orthogonale a 7 a un vecteur directeur multiple de w
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x=2r+4
Exemple 1: m=2x-3y+5z+12=0etd>(4,-1,2) etd L = Solution: d = {y = -3r-1
(z=5r+2
x=2r-5
Exemple 2 : d =4y = -3r + 7 Déterminer I'équation cartésienne de & comprenant A(1, 4,-3)siz L d
lz=r-8

Solution : w=2x-3y+z+13=0

Entre deux plans

Nous avons vu dans le chapitre précédent que deux plans sont orthogonaux
ssi un vecteur normal a I'un des plans est orthogonal & un vecteur normal a
l’autre plan.
Nous en déduisons que :
Soient T =ar +by+cz+d=0et © =ax’ +by +c’ +d =0.

Soient 77 (a,b,c) et n’ (a’, ¥, ) les vecteurs normaux respectivement
b b b b

de 7 et 7.
/ — _/>
Alorst L' <= 1 L n
P
C’est-a-dire W.n' =0
Ou enfin : aa’+bb’+cc’=0.
3

Exemple : w=2x+3y-5z+1=0 etn'=-3x+y-mz+5=0 Déterminermpourque x L ¥ Sol: m= 5

8 Distances

Distance d’un point a un plan

Soit P(xp,yp,zp) et m = ax + by + cz+d = 0. D’apres ce que nous avons
vu juste avant, nous pouvons montrer que
_la.xp +b.xp +czp +d|
- Va? + 82 + 2
Exemple : Déterminer la distance du point A (1,2,0) auplann=-x +3y-2z2+5=0
-1+6-0+5 10 5/14

Ji+9+4 V147

Distance d’un point & un plan : d(P, )

d(A, ) = |

=2,6726

Exercices

Soient dj de vecteur directeur (3,2,-1) et comprenant (0,-1,3)
dy de vecteur directeur (1,2,7) et comprenant (2,1,-1)
d3 de vecteur directeur (3,-2,5) et comprenant (3,-1,5)

Ces droites sont-elles orthogonales entre elles 7 sécantes ?
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d comprend le point (2, -1, 3) et est orthogonale & m = 3z —y+42z—5=0.

Déterminer les équations paramétriques et cartésiennes de d

Soient les plans m =22 —3y+2—-5=0,m =3x—y—924+7=0et
w3 = 2x +y + 2z + 3 = 0. Ces plans sont-ils perpandiculaires ?

Calculer la distance de A(-1, 4, 2) auplan Tt =3z —4y+ 2z =1

Syntheése
Calculer la distance entre les plans :my =2z —y+2—1 =0 et m =
2r —y+2—5=0

On donne A(1,-1,2) B(2,1,0) et C(4,-1,-1)
a) Vérifier que le triangle ABC est rectangle isocele de sommet B
b) Déterminer les coordonnées de D pour que la figure ABCD soit un carré.
¢) Déterminer les coordonnées de A’, B’, C’ et D’ pour que le solide ABC-
DA’B’C’D’ soit un cube.



CHAPITRE

Bilan et révisions de fin

d’année

1 Matiere de ’examen de Juin : ce qu’il faut

1.1

1.2

absolument savoir

Suites, limites et Asymptotes

[0 Calculer une limite, et lever une indétermination dans les cas de fonctions
rationnelles, irrationnelles, trigonométriques.
O Déterminer les équations d’asymptotes (AH AV et AO)

Dérivées, études de fonction et problemes

[0 Connaitre la définition de la dérivée en tant que limite

O Comprendre I'interprétation géométrique de la fonction dérivée et du nombre
dérivé

O Connaitre les dérivées des fonctions usuelles

O Calculer les dérivées de fonctions rationnelles, irrationnelles, trigonométriques.
Savoir en faire ’étude de la variation, max, min, concavité, P.I., asymptotes,
points anguleux, de rebroussement...

[0 Calculer ’équation de la tangente au graphe en un point donné.

[0 Associer le graphe d’une fonction a celui de sa dérivée, et inversement.

O Connaitre le théoréeme de I’'Hopital et savoir 'appliquer

[0 Modéliser une situation a l'aide d’une fonction, et chercher un optimum
(pb géométriques, physique, vitesse et accélération...)

O Comparer des modes de croissance (taux de variation associés)

191
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Trigonométrie

O Connaitre les prérequis (établis en 4éme) & savoir : cercle trigonométrique,
nombres trigonométriques, relations liant les unités d’angles, égalité fonda-
mentale, relations dans les triangles rectangles et quelconques.

O Connaitre les formules trigonométriques de base :

- formules d’addition, de duplication, de factorisation

O Connaitre les 3 types d’équations trigonométriques fondamentales et 1’ex-
pression de leurs solutions.

[0 Transformer des expressions comportant des nombres trigonométriques en
utilisant les formules de base dans des vérifications d’identités, afin de facto-
riser une expression.

[0 Etablir la valeur de nombres trigonométriques cherchés sous certaines
contraintes & partir d’autres valeurs connues en utilisant les formules tri-
gonomeétriques de base

[J Résoudre des équations trigonométriques

- élémentaires, a transformer a partir des relations entre angles associés, a
transformer & partir des formules trigonométriques de base

- linéaires

[0 Résoudre des inéquations trigonométriques élémentaires ou aisément trans-
formables en inéquations trigonométriques élémentaires (domaine de définition
par exemple).

O Exercices généraux utilisant les notions précédentes et notamment utili-
sation des résolutions d’équations et inéquations trigonométriques dans la
recherche de racines d’une fonction trigonométrique, intersection d’une telle

fonction avec une droite horizontale, recherche de domaines .

Matrices, déterminants et systémes

O Calculer des déterminants d’ordre 2 et 3

Ol Inverser une matrice d’ordre 2 et 3

O Résoudre un systeme d’équations avec les formules de Cramer, par diago-
nalisation ou par inversion

[J Discuter le nombre de solutions d’un systeme selon la valeur d’un pa-
rametre, et en faire I'interprétation graphique (droites/plan, paralléles, gauches...)

(] Interpréter un probleme en terme de systéeme d’équations et le résoudre
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Géométrie dans ’espace

O Etablir des équations vectorielles, paramétriques et cartésiennes d’une
droite et d’un plan a partir d’éléments qui les déterminent.

O Calculer analytiquement la distance entre deux points, entre un point et
une droite, entre un point et un plan, entre deux droites paralleles, entre deux
plans

[0 Associer les coordonnées d’un point & sa position dans ’espace muni d’un
repere orthonormé.

[J Décomposer un vecteur suivant les directions du repere et lui associer un
triplet de nombres.

[0 Connaitre et savoir utiliser les différentes expressions du produit scalaire
[0 Calculer ’angle formé par deux vecteurs, la distance entre deux points, la

norme d’un vecteur.
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2 Exercices de révision

2.1

2.2

Limites et asymptotes

Déterminer les domaines des fonctions suivantes et echercher

leurs éventuelles asymptotes

3 2 3
a) f(x) = = ;_X b) f(x) = il
o) fx) = X2 ) foo = 223
x+3 x2 -4
2
e) f(x) = Vx? -3x ) fx) = X _35
X_

Calcul de dérivées

Calculer les dérivées des fonctions suivantes

a) f(x) = 7x° 3x* +2x% - 5x + 2 b) f(x) =4 (1-5x)°
o) fx)= 3x- D) 2-xY° d) f(x) = Y(1-x)?
2
e) f(x) = 5 f) f(x) = 7’(;&
2x -3 2x° —4x
x ) 1-x
2) f(x) = (7) h) f(x) =
1+x
. (3x-2)* , 3x +2
Dfx)= ——— f(x) =
NTEENE =5
k) f(x) = (1 - 2x) +/3x -2 )] f(x):3—X
24x* -4
m) f(x) = x + 2" n) f(x) = 4 sin’x cos x
= 7 \/XT =
0) f(x) =sin V3x+1 p) fx)= >
cos” 2x
q) f(x) = ,/ﬂ ) f(x) = 5sin* (3x”=2)
1+5sin2x
Tangentes
Recherche de tangentes : soit f(x) = %

a) Déterminer 'équation de la tangente au graphe de cette fonction en son point d'abscisse — 1
b) Déterminer 1'équation de la tangente a ce graphe ayant une pente égale a 4
c¢) Véritier graphiquement le résultat obtenu a l'aide de la calculatrice ou du logiciel géogébra.
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2.3 Etudes de fonctions

Etude de fonction et graphe 1

Etudier la fonction suivante et tracer son graphe de la facon la plus efficace possible : f(x) = %
X+
Etude de fonction et graphe 2
Etudier les fonctions suivantes et tracer leurs graphiques (y compris l'étude de f")
, “3x%+x-2 ) (x-13 ‘ (x-2)%
a)fi(x)= ——— b) > (x) = c)f3(x)= ———
)1 (%) — MR 0)= V0= T

@ Equations de tangentes
Déterminer les équations
a) de la tangente a la courbe y = f; (x) en son point d'abscisse 2

3
b) de la (des) tangentes a cette courbe dont la pente vaut - >

2.4 Problémes de modélisation

Le récipient

On désire construire un récipient ayant la forme d'un parallélépipede rectangle de base carrée et ayant une
capacité de 500 litres. Sachant que le matériau utilisé pour la fabrication du couvercle est deux fois plus
coliteux que celui qui entre dans la fabrication du fond et des parois latérales, quelles doivent &tre les
dimensions du récipient pour que le colit soit minimal ?

Distance

Quel est le point de la courbe d’équation y = x* + 1 le plus proche du point (0,4) ?
@ Le réservoir

On construit un réservoir en pliant une feuille de zinc de Im de large en
deux et en fermant les deux extrémités (cfr. schéma ci-contre). Quelle doit
étre la valeur de l'angle 0 pour que la capacité du réservoir soit maximale ? 50 cm 50 cm

Déplacement

Un corps se déplace sur une ligne horizontale selon la loi s(f) = t*- 9 t* + 24 t
Les distances sont exprimées en m et les temps en secondes.

a) Déterminer sa vitesse et son accélération en fonction de t.

b) Quand la vitesse atteint-elle un extremum 7 Quel est-il ?

c¢) Calculer l'espace parcouru durant les 5 premiéres secondes.
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2.5 Matrices, déterminants et systemes

Calcul avec les matrices

3 -2 1 (1\I

2 -1 3
Calculer : 2 -1 3|-1] +(3 -1 2).|-1 1 0
-1 2 1 2 d 2 -1 =2

Résolution de systéme

Résoudre le systéme suivant

a) par la méthode de la recherche de la matrice inverse
b) par la méthode des déterminants

¢) par triangularisation
[ 3x-y-z=14
{dx+y-2z=12
[2x+y-3z=10

Triangulation

Résoudre les systemes suivants par la méthode de triangulation

[x—3y+z=—4 [—x+z=l
a) {x-y+z=2 b){-2x+y+4z=-2
(x-2y+z=-1 |[—x—y—z=—l

Discussion avec parametre

Résoudre le systéme suivant et discuter l'ensemble des solutions
(m+2)x+3y-3z=0

IX+(m+Dy-z=1
[2x+3y+(m=-3)z=0

Le colis

Trouver les dimensions d'un colis qui a la forme d'un parallélépipéde rectangle sachant que
3 rubans l'entourent en passant par les milieux des c6tés des deux faces opposées et se

terminent chacun par un nceud nécessitant 20cm. Les rubans mesurent respectivement 240
cm,260 cm, et 280 cm.




2.6

2.7
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Géométrie dans ’espace

Dans un tétracdre ABCD, la hauteur du A ABC comprenant A et la hauteur du A BCD comprenant D sont
sécantes. Démontrer que les arétes AD et BC sont orthogonales.

Géométrie analytique

Plans, droites et points

Considérons les 4 plans, 3 points A, B, C, et le vecteur u.

m=2x-y+z-3=0 m=x+y-z+2=0 Mm=x-y+z-1=0 my=2Xx-y+z-5=0
A(l,-2,3) B(2, 1.0 C(2.0,1)
i (1,-1,2)

1. Déterminer les équations paramétriques et cartésiennes du plan ABC

. Déterminer les équations paramétriques de mt; N m, (préciser le vecteur directeur et un point)

(ST S

. Les plans m; et m, sont ils perpendiculaires ? (justifier)

. Déterminer I'équation cartésienne de 7 // 7, et comprenant le point A

[V N

. Déterminer les équations paramétriques de AB et celles de d ayant comme vecteur directeur u et comprenant
le point C. Examiner ensuite la position relative de ces deux droites (sécantes, gauches, //, confondues, L ?)

Justifier
6 _fo—y+z—1=0 d _fx—y+z+2=0
’ l_ix+y—2=0 1_1x—2y+z—3=0

Examiner la position relative de ces deux droites (sécantes, gauches, //, confondues, L ?) Justifier
7. Déterminer les équations paramétriques de d comprenant le point A et perpendiculaire a 7,
8. Déterminerd, Nm, ,d, N,
9. Déterminer

a) la distance entre les plans m, et my
b) la distance entre le point A et le plan 7,

10. Déterminer l'angle entre m; et w3

11.Déterminer l'angle entre la droite AB et le plan m;

12. Déterminer l'angle entre les droites AB et BC

13. Déterminer I'équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB]

14. Déterminer les équations paramétriques de la perpendiculaire commune a d,et d,. Préciser les points de
contact de cette droite avec d; et d,

[x=r+1 [X=S+2
d,s{y=r—2 dzE{Y:ZS—l
lz=-1+3 ly=s+3

Calculer la distance entre ces droites
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3 Solutions

Limites et asymptotes

Asymptotes

a)AVenx=1 ADenxoy=x+1
b)AV:x=1 AH:y=1
c)AV:x=-3 AH:y=3en+
d)AV:x=-2etx=2 AH:y=0en=x

3 3
e) AV :/ AH/ AO:y:x-Een+wety:-x+Een-oo

H)AV:x=3 AO:y=x+3enz >
Dérivées
Dérivées
a) 35x* - 12x* +4x -5 b) - 60 (1-5x)°
)603x- 17 2-X Y (5 +x +4) 2
W1-x2
o 2 -22x” -8x +8
R2x-n* (2x% —4x)?
sx* -1

h)

) 5 T
(1+x) JI-x)1+x)°

; 6(3x-2)(x-1) i 3x-8

(1-2%)" J2x-2)3
K 11-18x D -6

23x -2 /(Xz _4)?

m) %+f n) 8sin X cos” x - 4 sin’ x
o 3cosm D) 4 sin 2x

2m cos” 2x

-2cos2x

r) 120 x . sin’ (3x* = 2) . cos (3x>- 2)

qQ
J(1=sin2x)(1 + sin 2x)°

Tangentes

a)y:%x+% b)ti=y=4x+1 etty= y=4x-7

Etudes

Graphes a vérifier avec Géogébra
Graphes a vérifier avec Géogébra
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1. Fonction homographique : AH:y=1.5 AV :x=-05 racine:x=2et>(0,-6)
2. a)domf:R/{-1} pas de racine . f(0)=-2
AV:ix=-1 AO0:y=-3x+4

2
£, (x) = -3x —6)§+3 f" (x) = —123
(x+1D (1+x)
| 142 -1 1442
f,' - 0 + / + 0 -
fi" |+ + + / - - -
3
b) f(x) = Exlﬂz domf:R/{-1} f(0)=-1 rac:x=1
X
AV:x=-1
AD:y=x-5
£ B0 +S) gy 2 24D
(x+1)° x+D*
| -5 -1 1
f,' + 0 - / + 0 +
ol - N +
2
o) f(x) = (x _32) dom f: R, rac:x=2
X
AV :x=0
AH:y=0
f,(x)_-x2+8x-12 f"(x)_2x2—24x+48
X4 XS
| 0 2 6-412 6 6++/12
f,' - / - 0 + + + 0 - - -
£ / + + + 0 - - - 0 +

@ Tangentes
3. a)x=2 fQ)=-4 f'(2)=%:>t53y—x+14=0

b)f'(x):—%:ﬂ(:loux:fS

six=1: f(1)=-2ett; =2y +3x+1=0
six=-3:1(-3)=16ett, =2y +3x-23=0

Problémes
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a)v(t)=3!2718t+24 a(ty=6t— 18 b)a=0sit=3=vmin=-3m/s

Matrices et systémes

Solution des exercices 16 a 20 :

I. (18 3 4)

e

3. a)S={(5-13,A),AER} b)S=0
4, sim%{O,:l}Sz(( ;3 , L \ ;3 J
m- -1 m+1 m~ -1
sim=0:8S={(3,z-2,z)z€R} sim=1:5=0 sim=-1:S=0.

2x + 2y + 20 = 240
5. 42x+22+20 =260 = (x,y,2) = (50, 60, 70)
|[2y +2z +20 =280

Géométrie

Démonstration

¢) 28 m

AM hauteur du A ABC issue de A et DM hauteur du ABCD issue de D : M € [BC] (hypothése)
AM L BC et DM L BC (justifier). En déduire que BC L plan AMD (justifier) . En déduire BC L AD

(justifier)

Géométrie analytique

x=1+r+s
1.9 y=-2+43r+2s
z=3-3r-2s
2. v(O,l,l)eta(%,%,O)
3. m L m
4. n=x+y-z2+4=0
x=1+r

5. AB={y=-243r d=

|Lz =3-3r

Plans droites et points

éq.cart. :y+z-1=0

=2+r
=-r ABpas//u et ABpas L U 4= les droites ne sont ni

1+2r

paralleles, ni confondues, ni L. Et AB N d =& => les droites sont gauches.

6. Ces droites sont gauches.
fx:l+2r
7. d=yy=-2-r
z=3+r
8. dlﬁm:@(dl //J’E])

dNm =(-2.-5,-5)
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9. a)d(rcl,m):i b)d(A,rcg)=i
Vo V3

10. Angle entre mt; et 713 : &0 = 19° 28" 16"

11. Angle entre AB et ; =22° 6"

12. Angle entre AB et BC : 13° 15'46"

BalABeta(.3 = m=x+3y-32+45=0

14.AB=Yy=-L_2; Alo-us)  p(z_2 )

d(d, d)=——
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